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نظرية صفوف الانتظار
- نظام القناة الواحـدة –
1. مـقــدّمــة  :
          يعد الانتظار حالة يمر بها معظم الناس و يلاحظها، فتراهم في مواقف الحافلات أو أمام شبابيك الحجز وكثيرا ً ما يشاهد المرء الازدحام في ساحات السكك الحديدية،  الطائرات وهي تحوم في الجو انتظارا ً للهبوط، والمارة يزدحمون عند الإشارات المرورية في الشوارع، والرزم المرسلة والرسائل مكدسة في مراكز توزيع البريد.
          يلاحظ المرء كذلك السفن وهي تنتظر في الموانئ لتفريغ حمولتها أو تنتظر دورها في التحميل، شراء تذكرة للمسرح أو الحصول على الخدمة من أحد نوافذ الخدمة في المصارف، شراء بعض الحاجيات من إحدى المؤسسات أو قد تصطف السيارات أمام محطة البنزن أو عند دفع الرسوم لعبور الجسور أو الأنفاق و غيرها من الحالات . 
          يـُجمع الكثير من الناس أن خطوط الانتظار هي ظاهرة واضحة لا يمكن تجنبها في المدن الحديثة، إذ يمكننا تعداد العشرات من المواقف التي نجد فيها خطوط الانتظار بصورة يومية، ولا تقتصر خطوط الانتظار على الأفراد في حياتهم اليومية، بل نجدها أيضا ً في المنظمات الاقتصادية حيث تعد إحدى سمات العمل الواضحة بها. 
2. أهمية النظرية :
          تؤدي كل من هذه الحالات وغيرها إلى وجود مشكلة الانتظار، وتعتبر نظرية صفوف الانتظار( الأرتال ) ذات أهمية خاصة نتيجة للتكاليف الناجمة عن الانتظار والتشغيل، وتهدف نظرية صفوف الانتظار والتي يكون فيها الانتظار على شكل صف واحد أو ما يسمى "خط الانتظار " أو "رتل الانتظار" إلى تحديد الفترة الزمنية للانتظار على المدى البعيد وجعل تلك الفترة أقل ما يمكن، وكذلك تحويل فترة الانتظار إلى مقياس مادي وهو تكلفة الانتظار ودراسة أسلوب الموازنة بين تكلفة الانتظار وتكلفة اتخاذ قرار لتقليل وقت الانتظار كإنشاء مراكز أخرى لأداء الخدمة أو توسيع مدرج أو فتح ورشة أخرى وغيرها من الحلول . 
      تعود دراسة خطوط الانتظار أو نظرية الصفوف إلى أعمال مهندس الهواتف الدانمركي ايرلانغ A.K.Erlang  الذي بدأ عام 1910 بإجراء تجارب تتعلق بمشكلة الازدحام في مركز تبادل المكالمات الهاتفية عن طريق العاملين في المقسم في مراكز الهاتف، إذ وجد أن طالبي المكالمات غالبا ً ما يتعرضون لبعض التأخير خلال الفترات التي تكثر فيها المكالمات الهاتفية وذلك بسبب عدم قدرة العاملين على تلبية الطلبات بشكل متزامن مع السرعة التي تحدث بها، وقد عمد Erlang  إلى حساب مدة هذا التأخير بالنسبة للعامل الواحد في المقسم، ثم امتدت دراسته و النتائج الخاصة بها لتشمل عددا ً من العاملات، وقد استمر العمل على تطوير حركة المكالمات الهاتفية على نفس الأسس التي أوجدها Erlang، وبعد نهاية الحرب العالمية الثانية توسع استخدام هذا الأسلوب ليشمل عددا ً من الحالات العامة التي تتصف بوجود خطوط الانتظار فيها.
3. التطبيقات العامة لنظرية صفوف الانتظار :
        يستخدم أسلوب صفوف الانتظار بشكل واسع في المنظمات الصناعية للتغلب على مشاكل الانتظار التي ترافق بعض الأعمال فيها، إذ يستخدم لمعالجة مشاكل صيانة الآلات وإصلاحها حين يتعطل عدد من الآلات في أوقات مختلفة  وتشكل بذلك خطوط الانتظار للإصلاح المطلوب بوساطة عمال الصيانة والإصلاح، فتطبق هذا الأسلوب لاتخاذ القرار المناسب في تحديد عمال الصيانة الذي يجعل تكاليف الانتظار أقل ما يمكن .
       يستخدم هذا الأسلوب لتنظيم العمل في مستودعات قطع الغيار والعدد، بحيث يخفف من عدد العمال الذين يقفون في صفوف طويلة أمام المستودع بانتظار الحصول على ما يلزمهم من قطع الغيار، وذلك عن طريق زيادة عدد الموظفين في المستودع مما يؤدي إلى الإسراع في أداء الخدمة ويساعد على تشغيل العمال بدلا ً من إضاعة وقتهم في خط الانتظار و بالتالي تخفيض تكاليف الإنتاج الكلية .
     كذلك يستخدم في تحديد العدد المناسب من الأرصفة التي تستقبل السفن في الموانئ وسيارات نقل البضائع وذلك بهدف تخفيض التكاليف الكلية ، إذ أن تكاليف إقامة الأرصفة وغرامات الـتأخير في تفريغ البضاعة تكون كبيرة، وعلى المسؤولين الموازنة بين تكاليف الأرصفة وتكاليف غرامات التأخير بحيث يـُتخذ القرار المناسب بتحديد عدد الأرصفة التي يجب إقامتها بحيث تكون التكاليف الكلية أقل ما يمكن . 
      كما أن هذا الأسلوب يستخدم بشكل كبير في مجالات متعددة منها : تحديد عدد العاملين المناسب في نوافذ الخدمة في مكاتب البريد أو في المصارف أو في نوافذ دفع حسابات الزبائن  في المحلات التجارية الكبرى والمؤسسات وذلك لضمان التشغيل الاقتصادي لهذه المحلات وتقديم الخدمة المناسبة للزبائن ، كما يطبق هذا الأسلوب في محطات الوقود وخدمة السيارات وفي المطاعم والكافيتريات ومراكز إطفاء الحريق حيث يراعى تأمين مستوى مناسب من الخدمة لأفراد المجتمع مع تحمل أقل النفقات الممكنة في هذه المنظمات .
4. عناصر نظم الصفوف الانتظار :
     يمكن التعبير بصورة عامة عن أسلوب الصفوف أو خطوط الانتظار حسب الشكل المبين أدناه الذي يوضح وجود الوحدات أو طالبي الخدمة سواء أكانوا أفرادا ً أم أشياء، هذه الوحدات تصل إلى نظام الصف المعبر عنه بمستطيل متقطع ثم تقف في الصف بانتظار دورها للحصول على الخدمة وبعدها تنتقل إلى محطة  أداء الخدمة ثم تغادر كل وحدة النظام بعد الحصول على الخدمة المطلوبة . [image: image128.png]



       لدراسة خطوط الانتظار لا بد من التمييز بين متوسط عدد الوحدات (العملاء) الموجودة في النظام الذي تؤدى فيه الخدمة L   ، ومتوسط عدد الوحدات الموجودة في خط الانتظار للحصول على الخدمة Lq ، إذ من الطبيعي  أن يكون متوسط عدد الوحدات الموجودة في النظام أعلى من متوسط عدد الوحدات التي تنتظر في الصف للحصول على الخدمة ذلك لأنها تشمل الوحدات الواقفة في خط الانتظار إضافة إلى الوحدات التي تتلقى الخدمة، كذلك من الضروري أن نميز بين متوسط وقت انتظار الوحدة الواحدة في خط الانتظار Wq  ، ومتوسط وقت انتظار الوحدة الواحدة في النظام  W ، إذ من الطبيعي أن تكون قيمة W  أكبر من قيمة Wq  . 
1- طلاب الخدمة : قد يكون الوصول من عدد لانهائي من طلاب الخدمة أو قد يكون من عدد معروف من طلاب الخدمة .
2- خصائص الوصول : تشير إلى الطريقة التي تصل بها الوحدات إلى محطات تأدية الخدمة، فقد يتم الوصول بطريقة يمكن التحكم بها حين تُـغلق إحدى المؤسسات أبوابها  قبل نصف ساعة من وقف عملية البيع لتتمكن من خدمة العملاء الموجودين داخل المؤسسة، أو قد يتم الوصول بشكل لا يمكن التحكم به كما في وصول العملاء لزيارة أحد المعارض. أما بالنسبة لعدد الوحدات التي تصل إلى نظام الخدمة فيمكن أن تصل بصورة إفرادية أو بصورة جماعية . كما يمكن أن يتصف الوصول بوجود طالبي الخدمة الذين لديهم القدرة على الانتظار في الخط للحصول على الخدمة وطالبي الخدمة الذين يملون من الانتظار حيث يتركون الخط بعد فترة قصيرة دون الحصول على الخدمة. ويمكن أن تتبع عملية الوصول طريقة منتظمة يمكن معرفتها وتحديدها بدقة كما في وصول الأجزاء والقطع المطلوبة إلى خط تجميع السيارات وفق توقيت معروف حيث تفصل بين وصول كل قطعة وأخرى فترات زمنية متساوية ومعروفة أو فترات زمنية غير متساوية لكنها معروفة  فيتم تجميع هذه القطع وإرسالها وفق التوقيت الموضوع كي تجري عليها عملية التجميع التالية. وفي الواقع فإن عملية الوصول في أغلب محطات أداء الخدمة تتبع طريقة عشوائية أي غير منتظمة لا يمكن تحديدها بصورة مسبقة ولكن احتمالاتها معروفة. هذه الاحتمالات تخضع لتوزيعات احتمالية متعددة لكل منها صفاته الخاصة مثل توزيع بواسون والتوزيع الأسي وتوزيع ايرلانغ .
3 - نظام الصف : يشير إلى الأسلوب أو مجموعة العناصر التي تتبع في خدمة العملاء فهناك :
· قاعدة الخدمة الواردة أولا ً تـُخدم أولا ً FIFO وهذا المبدأ هو السائد في معظم أنظمة الصفوف، كما في خدمة العملاء حين شراء التذاكر للمباريات أو دفع قيمة المشتريات في إحدى المؤسسات أو محطات الوقود وغيرها.
· قاعدة الخدمة الواردة أولا ً تـُخدم أخيرا ً LIFO يعني أن العميل الذي يأتي أخيرا ً يـُخدم أولا ً حسب عكس ترتيب الوصول، ويستخدم هذا المبدأ في معظم أنظمة التخزين حيث يتم استهلاك البضاعة التي خزنت أخيراً لأنها تكون في متناول اليد.
· قاعدة الخدمة العشوائية SIRO حيث لا يتبع نظام محدد في خدمة الزبائن فمن يطلب الخدمة يحصل عليها ، ويتم اختيار العناصر بشكل عشوائي لخدمتها بغض النظر عن وقت وصولها كما هي الحال في بعض عمليات إدخال البيانات.
· قاعدة الخدمة للأفضلية PRI  فتعطى الأولوية في تقديم الخدمة مثلا ً للعميل الذي قام بحجز مسبق، أو لعلاج المرضى في المستشفيات في حالات الإسعاف أو للعملاء الذين يرتدون اللباس العسكري الرسمي لأنهم على رأس عملهم وللوقت أهمية لديهم، أو قد تكون الأفضلية حسب ترتيب أو مقياس معين.
4 - عدد مراحل الخدمة ومحطاتها : تشير إلى المراحل التي تمر بها الخدمة وإلى الترتيب المادي لمحطات تأدية الخدمة، فقد يمر طالب الخدمة بمحطة واحدة للحصول على الخدمة المطلوبة كما في شراء البطاقات لدخول المتحف، إذ يتم الوصول إلى نظام أداء الخدمة وتلقي الخدمة على مرحلة واحدة ثم مغادرة النظام كما في الشكل التالي :
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أو قد يمر طالب الخدمة بأكثر من مرحلة للحصول على الخدمة كما في تجهيز إحدى المعاملات بعد مرورها بأكثر من دائرة رسمية ، إذ يتم الوصول إلى نظام أداء الخدمة وتلقي الخدمة على عدة مراحل ثم مغادرة النظام كما في الشكل التالي، إن دراسة أسلوب أداء الخدمة وتحليله على عدة مراحل يعد من الأمور الصعبة والمعقدة.
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إن تأدية الخدمة على مرحلة واحدة يمكن أن تأخذ عدة أشكال بحيث تـُحدد ترتيب خطوط الانتظار في نظام أداء الخدمة، ونستطيع أن نميز بين ثلاثة أشكال رئيسة لتأدية الخدمة في هذه المرحلة الواحدة وهي :
1. وجود قناة أو محطة واحدة لتأدية الخدمة مع وجود خط انتظار واحد أمامها.
2. وجود عدة محطات أو قنوات لأداء الخدمة مع وجود خط انتظار أمام كل محطة، وتمثل كل منها محطة واحدة وخط انتظار واحد لكنها مرتبة بصورة متوازية .
3. وجود عدة محطات لتأدية الخدمة مع وجود خط انتظار واحد . 
مغادرة
وصول (1)


      (2)





(3)
5 - خصائص الخدمة : وتشير إلى طول وقت أداء الخدمة المطلوب بالنسبة للعملاء. فقد يكون طول أداء الخدمة ثابتا ً بالنسبة لجميع العملاء، كما في غسيل السيارات في المغسل الأوتوماتيكي حيث تكون فترة الغسيل واحدة بالنسبة لجميع السيارات القادمة إلى المغسل. وقد يكون وقت أداء الخدمة غير ثابت، إذ أن كل عميل قد يتطلب وقتاً مختلفاً لتقديم الخدمة اللازمة له كما في خدمة العملاء في المطاعم أو قبض قيمة مشتريات الزبائن في أحد المحلات التجارية، غالبا ً ما يكون معدل الخدمة ومعدل الوصول غير معروفين بصورة مسبقة وإنما يخضعان للافتراضات أو الاحتمالات، وهذا يتطلب أن يتم التعبير عن أزمنة الوصول و الخدمة الاحتمالية والعشوائية باستخدام التوزيعات المناسبة .
6 - معدل الوصول : يشير إلى عدد الوحدات التي تصل إلى نظام تأدية الخدمة خلال فترة معينة من الزمن، إذ يـُعبـّر عنه بقولنا وصول 15 عميل في الساعة  مثلا ً .
7 - معدل الخدمة : يشير إلى عدد الوحدات التي تتم خدمتها خلال فترة معينة من الزمن، إذ يـُعبـّر عنه بالقدرة على خدمة 20 عميل في الساعة مثلا ً.
5. تصنيف أنظمة صفوف الانتظار :
يتم التصنيف وفق عدة مؤشرات : 
1 – تصنف الأنظمة إلى أنظمة خدمة دون صف انتظار  فطلب الخدمة الواصل إلى النظام في لحظة تكون فيها جميع الأقنية مشغولة يغادر النظام دون تلقي للخدمة ولا تـُقدم له الخدمة لاحقاً مثل طلب رقم هاتف ما إذا كان الرقم مشغولاً فإن الطلب يلقى الرفض ويغادر دون تلقي الخدمة، وأنظمة خدمة مع صف انتظار فطلب الخدمة الواصل إلى النظام في لحظة تكون فيها جميع الأقنية مشغولة لا يغادر النظام بل يقف في صف الانتظار على أمل الحصول على الخدمة لاحقاً، وتصنف أنظمة الخدمة مع صف انتظار إلى عدة أنواع   *صفوف الانتظار مـــحــــدودة  السعة 
                    *صفوف الانتظار غير محدودة  السعة
وتتحدد السعة تبعا ً لطول أو زمن الانتظار .
2 – تـُصنّف أيضًا إلى أنظمة الخدمة المفتوحة كثافة تدفق طلبات الخدمة على النظام لا ترتبط بحالة نظام الخدمة أي لا تتأثر بعدد الأقنية المشغولة في النظام (عدد الطلبات في النظام)، وأنظمة الخدمة المغلقة  كثافة تدفق طلبات الخدمة على النظام ترتبط بحالة النظام مثلا ً إذا كان عامل الصيانة يخدم عدداً محدّداً من الآلات التي تحتاج لصيانة من وقت لآخر فإن كثافة الطلب من جهة الآلات يتوقف على عدد المعطل منها والذي يحتاج للحصول على الخدمة .
3 – مثلوية عمل أنظمة الخدمة : يمكن أن تقوم على عدة وجهات نظر وفق الجهة صاحبة العلاقة أو وفق الجهة طالبة الخدمة 
6. بناء أنظمة صفوف الانتظار ومتغيراتها:
             يعتبر الهدف الأساسي من دراسة أنظمة صفوف الانتظار هو إيجاد مقاييس الفعّالية التي تقيس لنا فعّالية أو أداء هذه الأنظمة، حيث نعـّرف ما يلي : 
N(t): المتغير العشوائي الذي يمثل عدد الزبائن في النظام حتى اللحظة t  حيث t ≥0
Pn(t) :التوزيع الاحتمالي لعدد الزبائن في النظام عند الزمن t أي :
Pn(t) = pr { N(t) = n }
 لكن العديد من صفوف الانتظار تعتمد في بداية عملها على الزمن t   لكنها تصل بمرور الزمن إلى حالة الاستقرار أي يصبح كل من المتغير العشوائي N(t)  ودالة التوزيع الاحتمالية Pn(t) مستقلان عن الزمن ونرمز لهما N و Pn حيث:
Pn =P(n) =pr{N=n}
7. النموذج الأول  :M/M/1/GD/∞/∞ 

هذا النظام هو نظام صفوف ذو قناة واحدة فيه الزمن الفاصل بين وصولين متتاليين  خدمة الزبائن حسب مبدأ عام غير محددGD  أما طاقة النظام ومنبع زبائنه فهو غير محدد، سنوجد أولاً P(n) لهذا النظام ومن ثم مقاييس الفعالية له.
*إيجاد P(n) : 
كما هو واضح فإن النظام هو نظام وفاة وولادة فيه µ= nµ وλ= nλ من أجل جميع قيم n  فإن: P(n)= Pn =( [image: image5.png]


)n P0                           n≥1                 
لكن لدينا ما يسمى بعامل الخدمة ρ حيث :      [image: image7.png]


  =ρ
عندئذ   n P0                                    n≥1                ρ P(n)= 
أما                                       ρ= P0 = 1- P(0)
وبالتالي فإن   P(n) = (1 – ρ) ρ n                                  
*إيجاد مقاييس الفعالية :                       =[image: image9.png]


   L =  [image: image11.png]



Lq =[image: image13.png]n(u— 1)



 = [image: image15.png]


      أو   Lρ  Lq = 
W = [image: image17.png]


                                
Wq = [image: image19.png]u(u—>2)



                       
والمثال التالي يوضّح[image: image21.png]


جميع المفاهيم السابقة :
تمتلك محطة لخدمة السيارات جهازاً واحداً لغسيل السيارات، تصل هذه السيارات إلى المغسل وفق توزيع بواسون بمعدل 5 سيارات في الساعة. وقد وجد أن الزمن اللازم لغسيل السيارة الواحدة يتبع التوزيع الأسي بمعدل   10 دقائق للسيارة. بافتراض وجود عدد كافٍ من مواقف السيارات في المحطة فالمطلوب:
1) إيجاد التوزيع الاحتمالي لعدد السيارات التي تتواجد في المحطة.
2) إيجاد العدد المتوقع للسيارات التي تتواجد في المحطة والعدد المتوقع للسيارات التي تتلقى خدمة الغسيل.
3) ما هي نسبة الوقت الذي تتوقف فيه المحطة عن الغسيل.
4) ما هو الزمن المتوقع لانتظار سيارة حتى تنتهي من الغسيل؟ وما هو الزمن المتوقع لانتظار سيارة حتى تبدأ خدمة الغسيل؟ وما هو احتمال أن ينتهي غسيل سيارة خلال *10 دقائق على الأقل     * 10 دقائق على الأكثر
5) لنفترض أن المحطة ترغب بتقليص المكان المخصص لوقوف السيارات في المحطة فما هو عدد المواقف التي يجب أن تحتفظ بها بحيث إن 90% من الزبائن على الأقل سيجدون مواقف لسياراتهم حين وصولهم.
6) لنفترض أن المحطة احتفظت بأربعة مواقف فقط وأن الزبائن الذين لا يجدون موقفاً لسياراتهم سوف ينصرفون فما هي نسبة هؤلاء الزبائن؟
الـحـــل: 
حسب معطيات المثال فإن نموذج نظام محطة الغسيل هوM/M/1/GD/∞/∞ فيه : λ=5ساعة، µ=6 ساعة، ومنه ρ= 5/6 < 1 ومنه يكون:   
                                                            n ,  n ≥ 0 ([image: image23.png]


) P(n) = [image: image25.png]



والعدد المتوقع للسيارات التي تتواجد في المحطة      سيارة 5 =   L = [image: image27.png]



وعدد السيارات في صف الانتظار                    سيارة = [image: image29.png]


 (5)Lq=[image: image31.png]


 

أما العدد المتوقع للسيارات التي تتلقى خدمة الغسيل      [image: image33.png]


 = L-Lq=5-[image: image35.png]



ونسبة الوقت الذي تتوقف فيه المحطة عن العمل          17%≈ P(0)=[image: image37.png]o=




والزمن المتوقع لانتظار سيارة  ما  حتى تنتهي من خدمة الغسيل هو  W  وقيمتها  :      W =[image: image39.png]


  = 1                                                                        ساعة
أما الزمن المتوقع لانتظار سيارة ما حتى تبدأ خدمة الغسيل هوWq وقيمتها :  [image: image41.png]6(6-5)



=5/6                                                                      =Wq ساعة
1) احتمال أن ينتهي غسيل السيارة خلال عشر دقائق== [image: image43.png]10
60



   [image: image45.png]


ساعة على  الأكثر هو  }                                                        [image: image47.png]


  = pr{T[image: image49.png]


(  [image: image51.png]


  W(
نجد-1/6                                                           W ([image: image53.png]



2) احتمال أن ينتهي غسيل سيارة ما خلال عشر دقائق على الأقل هو :
pr{T≥ 1/6}=1-W(1/6)= e=1/6                                                                        
لنرمز لعدد المواقف التي يجب أن تحتفظ بها المحطة لتأمين مواقف لـ 90% على الأقل من الزبائن . إن احتمال أن يجد زبون ما موقفاً من المواقف التي عددها m  هو 90% على الأقل أو أن              P(0) +P(1) + P(2) + ….+ P(m) ≥ 0.9
لكن         ) [image: image55.png]


 [image: image57.png]


=(1-ρ)[image: image59.png]


  = 1-ρ m+1 ρ      [image: image61.png]ym  p(n)



 = (1-  
لذا علينا أن نبحث عن قيمة m  التي تحقق :
1-  ρm+1 ≥ 0.9 ↔ ρm+1 ≤ 0.1↔                                                   
(m+1) log ρ≤ log (0.1) = -1 ↔                                                   
(m+1)(-0.08)≤-1 → m≥11.63 ≈ 12                                             
لذا يجب على الإدارة أن تحتفظ بـ 12 موقف للسيارات. 
نسبة الزبائن الذين ينصرفون هنا تساوي احتمال أن يجد زبون ما، ما لا يقل عن خمسة (5) زبائن (4 زبائن + زبون يتلقى الخدمة ) أي يساوي (N ≥ 5   ) pr ويكون          5  ≈ 0.40                         [image: image63.png]AR



 pr{N≥5} = ρ5 = ( 
أي أن تقليص عدد المواقف في المحطة لأربعة سيؤدي إلى خسارة 40% من الزبائن.
8. النظام M/M/1/GD/K/∞ :
       مع أن الفرق الوحيد بين النظامين هو أن طاقة النظام الحالي محدودة بـ K  من الزبائن إلا أن هذا الفرق سيؤدي إلى فروق كبيرة في المعادلات الرياضية الخاصة بـ P(n) ومقاييس الفعالية ، ونظام الصفوف الحالي هو كسابقه نظام صفوف ذو ولادة بمعدل µ= nµ وλ= nλ من أجل جميع قيم n  ، وتصبح المعادلات كالتالي:
*حساب P(n) : 
بافتراض  [image: image65.png]


  =ρ  تبقى العلاقة صحيحة إلا أنها تصبح بالشكل التالي:
K+1  ; ρ=1        =  n [image: image67.png]



                                    [image: image69.png]


   ; ρ≠1                   
  وبالتالي فالسلسلة المقابلة متقاربة مهما تكن قيمة ρ والذي يعني بدوره أن الحل في حالة الاستقرار لهذا النظام موجود دوماً(من أجل أي قيمة لـ ρ) حيث نجد عندها أن :
[image: image71.png]14K



;ρ=1             P0 =
[image: image73.png]


 ;ρ≠1                 
وبالتالي يكون :                  [image: image75.png]14K



;ρ=1           P(n) =
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 ;ρ≠1                      
0 ≤ n ≤ K
*مقاييس الفعالية: 
ρ=1عندئذ :                                    L = [image: image79.png]k
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ρ≠1عندئذ بملاحظة أن nρn-1  هي مشتق ρn نجد :
L=[image: image81.png]Yk
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  = P0(  [image: image85.png]


  )                     = P0 ρ ([image: image87.png]7P
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وبإجراء الاشتقاق وتعويض P0 بقيمتها وإصلاح الناتج نجد                                           L= [image: image89.png]pl1—(k+L)p +kp ]
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أيضاًُ         [image: image91.png]Yk_ P(n)
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= [image: image97.png]Yk _nP(n)—(1—P)=L—-1+P




ومن أجل    ρ≠1  نجد أن                                      Lq=L – [image: image99.png]p(=p )
1-p




وبما أن طاقة النظام محدودة بـ K  من الزبائن فإن حساب أزمنة الانتظار يتوقف على معدل الزبائن الذين يلحقون فعلاً بالنظام أي على λََ  َ ولحسابها نلاحظ أن نسبة الزبائن الذين لا يلحقون بالنظام تساوي احتمال أن يحوي النظام زبوناً (طاقته مكتملة) ويساوي P(K). وبالتالي فإن نسبة الزبائن الذين يلتحقون فعلاً بالنظام هي 1-P(K)  ومنه فإن            λ  = [1-P(K)]λ
وعندئذٍ                                   W = L / λ

و                       Wq = Lq /λ             
بالعودة إلى محطة غسيل السيارات في المثال السابق لنفترض أن هذه المحطة تحوي أربعة مواقف فقط فالمطلوب : 
1) كم عدد الزبائن الذين تخسرهم المحطة في الساعة نتيجة لمحدودية طاقتها.
2) ما هو الزمن المتوقع لانتظار سيارة حتى يتم غسلها.
3) ما هو احتمال أن تدخل السيارة في الغسيل فور وصولها.
4) ما هو الزمن المتوقع لانتظار سيارة حتى تدخل في عملية الغسيل. 
5) ما هو العدد المتوقع للمواقف المشغولة.
الـحــلّ : 
بما أن λ (  λ) تمثل عدد الزبائن الفعلي الذين يصلون إلى النظام في وحدة الزمن ونجد : λ  - λ = λ P(K)        

وبالنسبة لمثالنا طاقة النظام هي K = 5 ( أربعة مواقف + سيارة في الغسيل ) وبما أن   ρ=[image: image101.png]


 ≠ 1      ولذا فإن 
P (5) = [image: image103.png](96

el



 ≈ 0.1
لذلك فإن المحطة تخسر في الساعة زبون λ – λ = 0.1 (5) = 0.5  أو زبوناً كل ساعتين أو 5 زبائن في يوم عمل قدره عشر ساعات .
هذا الزمن هو W  ومنه لدينا λ = (1-0.1)(5)= 4.5  سيارة في الساعة .
و أيضاً نجد 
L =  [image: image105.png](Br-6(3) +s() 1
[EF=ER




 ويكون ≈ 0.438                                          ساعة = 26.3   W = [image: image107.png]1.97




تدخل السيارة في عملية الغسيل فوراً إذا كان النظام خالياً واحتمال ذلك هو P0 .
ونجد أن هذا الاحتمال= 0.2505881               P0 = [image: image109.png]




هذا الزمن هو Wq وبما أن W قد حسبت سابقاً فإننا نحسب Wq  فنجد : 
Wq =W - [image: image111.png]1
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 ≈0.271                  = 16.3         
العدد المتوقع للمواقف المشغولة ليس إلا Lq   ونجد :
Lq = 1.97 – [image: image113.png]


   ≈ 1.22                               
9. التكاليف في نماذج الانتظار :
تقسم هذه التكاليف إلى ما يلي :
1- تكاليف تقديم الخدمة إلى الزبائن: مثل تكاليف التجهيز، تكاليف المواد والطاقة، تكاليف القائمين على الخدمة، تكاليف الصيانة والإصلاح، تكاليف التأمين والضرائب والإيجار وغيرها من التكاليف، ومن الواضح فإن هذه التكاليف تزداد بازدياد مستوى الخدمة فالتابع هنا متزايد.
2- تكاليف الانتظار:تشمل التكاليف الناتجة عن خسارة الزبائن الذين ينفذ صبرهم نتيجة طول الانتظار فيغادرون صف الانتظار، ويؤدي ذلك بشكل عام إلى سوء سمعة المنظمة وبالتالي خسارة الزبائن، ومن جهة أخرى فقد يؤدي هذا الانتظار لخسارة كبيرة للزبون نفسه مثل خسارة المريض لحياته فيما لو تأخر إسعافه في المستشفى، والخسائر الناتجة عن محدودية النظام حيث يخسر الزبائن الذين لا يستطيعون الدخول.
من السهل تقدير التكاليف ، إلا أنه من الصعب جداً تقدير تكاليف الانتظار وهذه التكاليف تزداد بتناقص مستوى الخدمة أو هي دالة متناقصة في مستوى الخدمة.
10. الأهداف في نماذج الانتظار: 
   قد يكون الهدف في بعض النماذج جعل التكاليف الكلية أقل ما يمكن وعندئذ يكون المستوى الأمثل للخدمة هو ذلك المستوى الذي يقابل أقل قيمة للتكاليف الكلية، وقد يكون الهدف تحقيق مستوى معين من الخدمة دون النظر إلى التكاليف، وقد يكون الهدف تحقيق مستوى مناسب من الخدمة بمستوى معقول من التكاليف وذلك من خلال موازنة بين تكاليف الانتظار وتكاليف تقديم الخدمة.
  في الحقيقة فإن صعوبة تقدير تكاليف الانتظار تجعل من الصعب تقدير تكاليف نماذج الصفوف بصورة دقيقة. ومن هنا فإن التركيز في نماذج الصفوف يكون على إيجاد مقاييس الفعالية لنظام الصفوف قيد الدراسة ليتم من خلالها دراسة خصائص ومميزات هذا النظام .
11. إيجاد معدل الخدمة الأمثل لنظام القناة الواحدة: 
   لنفترض أن لدينا نظام صفوف انتظار ذو قناة واحدة ومعدل وصول الزبائن إليها هو λ ومعدل الخدمة فيها هو µ ولنحاول تحديد القيمة المثلى لـ µ التي تجعل التكاليف الكلية لهذا النموذج من نماذج صفوف الانتظار أقل ما يمكن، هنا نميز حالتين: 
النموذج هو M/M/1/FIFO/∞/∞ : 
عندئذٍ تقتصر تكاليف الانتظار على التكاليف الناتجة عن الانتظار في النظام أو في صف الانتظار، فإذا رمزنا α للتكاليف الناتجة عن انتظار زبون واحد في وحدة من الزمن فإن تكاليف الانتظار ولنرمز لها بـ C w  تساوي α مضروبة بالعدد المتوقع للزبائن في النظام ( أو العدد المتوقع للزبائن في صف الانتظار) أي : 
تكاليف الانتظار في وحدة الزمن          Cw = α L = α[image: image115.png]


 
( إذا اعتبرنا الانتظار في صف الانتظار هو المهم فإن        Cw = α Lq)
أما تكاليف تقديم الخدمة والتي سنرمز لها بالرمز Cs  فإنها تزداد عادة بزيادة µ ، فإذا رمزنا  β للتكاليف الناتجة عن زيادة µ بمقدار وحدة في وحدة الزمن فإن   Cs=βµ  تكاليف الخدمة في وحدة الزمن .
وبالتالي فإن التكاليف الكلية للانتظار والخدمة في وحدة الزمن سنرمز لها TC  وتعطى كدالة في µ بالعلاقة :  
TC (µ) = [image: image117.png]



وهي دالة متصلة وقابلة للاشتقاق في µ، وبجعل المشتقة الأولى مساوية للصفر نحصل على قيمة µ التي تجعل TC (µ) أصغر ما يمكن وهي : 
µ = λ + [image: image119.png]


 
ونلاحظ هنا أن معدل الخدمة µ يعتمد على معدل الوصول λ وعلى α و β وأن هذه القيمة لــ µ تحقق الشرط  λ<µ    الذي اشترط لاستقرار النظام فهي قيمة ممكنة ومثلى لـ µ وفقاً لمعيار تقليل التكاليف في هذا النظام.
النموذج هو  M/M/1/FIFO/K/∞ : 
  والتكاليف في هذا النموذج هي نفسها التي في النموذج السابق بالإضافة إلى التكاليف الناتجة عن خسارة الزبائن نتيجة لمحدودية طاقة النظام بــ K   من الزبائن، فإذا رمزنا γ للتكاليف الناجمة عن خسارة زبون واحد في وحدة الزمن فإن تكاليف خسارة الزبائن والتي سنرمز لها بالرمز Cs  هي  : 
Cs  = γ P (K) 
ذلك لأن P(K) ليس إلا عدد الزبائن الذين يخسرهم النظام في وحدة الزمن ، وعندئذ
TC (µ) = α L + β µ + γ λ P(K)
حيث يمكن  حساب L  وأفضل قيمة لـ µ هي تلك التي تجعل TC (µ)  أصغر ما يمكن. وتجدر الملاحظة أنه يمكن تعديل هذه التكاليف بحيث تصبح طاقة النظام K  متغير قرار إضافة إلى µ وذلك من خلال النظر إلى أن زيادة عدد الزبائن في النظام سيؤدي إلى زيادة في تكاليف النظام، فإذا فرضنا أن  Ө هي تكاليف زبون واحد في وحدة الزمن فإن التكاليف الكلية في وحدة الزمن كما  يلي : 
TC(µ,K) = α L + βµ +  γ λ P(K)+ Ө K                       
وهنا يجب أن نبحث عن قيمتي K , µ اللتين تجعلان هذه الدالة أصغر ما يمكن .
مثال : 
  يعمل مركز للكمبيوتر 16  ساعة تقريباً وتصل البرامج إلى هذا المركز وفقاً لتوزيع بواسون بمعدل 500 برنامج في الساعة، وقد وجد أن زمن معالجة هذه البرامج يتبع التوزيع الأسي كما وجد أن تأخير أي برنامج ساعة واحدة يكلف 3.2 وحدة نقدية، ونتيجة ذلك نجد أن مركز الكمبيوتر يفكر في تسريع تنفيذ البرامج لديه ، وقد دلت الدراسات على أن كل زيادة بمعدل البرامج المعالجة بمقدار 100  برنامج في الساعة يكلف 400  وحدة نقدية ، فالمطلوب : إلى أي مدى يجب أن يصل معدل البرامج المعالجة في مركز الكمبيوتر بحيث تجعل التكاليف اليومية الكلية لمعالجة البرامج أقل ما يمكن وما هي هذه التكاليف عندئذ؟ 
الـحــل: 
بافتراض أن الساعة هي وحدة الزمن يكون : λ= 500  وحدة نقدية، α= 3.2  وحدة نقدية، β= 400 / 100 = 4  ونجد : 
µ = 500 + [image: image121.png]


  برنامج في الساعة
وتكلفة ذلك  TC(µ) = 2160  وحدة نقدية في الساعة
و = (2160) (16) = 34560  وحدة نقدية في الدقيقة .
12. نموذج المستوى المأمول من الخدمة : 
     نظراً لصعوبة تقدير التكاليف في أنظمة الصفوف وخاصة منها تكاليف الانتظار فإن " نموذج المستوى المأمول من الخدمة " يعالج بين مشكلة الموازنة بين هدفين رئيسيين متعارضين هما : 
1) التقليل من وقت انتظار الزبون في النظام والذي يساوي W

2) التقليل من النسبة المئوية لعطالة النظام والتي تساوي  P 0  كأن نضع :
W ≤ u , P0 ≤ P
بحيث إن u , p  تحققان ما يطمح أو يأمل به الزبون والنظام على الترتيب ، فلو أخذنا النظام M/M/1/FIFO/∞/∞   واعتبرنا أن كلا من W و P0 هو دالة في معدل الخدمة µ فإننا نبحث عن قيم µ التي تحقق المتراجحتين   W ≤ u , P0 ≤ P
مـثـال :
بالعودة إلى مثال محطة غسيل السيارات ، إلى كم يجب رفع معدل الخدمة في المحطة بحيث لا تزيد نسبة الوقت الذي تتوقف فيه المحطة عن العمل على 15%  ولا تزيد نسبة انتظار السيارات حتى انتهائها من الغسيل عن نصف ساعة ؟ 
الـحــل :
باعتبار الساعة وحدة للزمن فيكون λ = 5  ساعة ، أما µ فهو متغير القرار الواجب علينا تحديده بحيث إن            ≤ 1/2 ,           P0 = [image: image123.png]


 ≤ 0.15   W =[image: image125.png]


 
وحل المتراجحة الأولى هو  ≈ 6.67        µ ≥[image: image127.png]


 
وحل المتراجحة الثانية هو µ  ≥ 7                     
وتعني هاتان النتيجتان أن رفع معدل الخدمة لـ 7  سيارات في الساعة (بدلاً من 6  في المثال السابق )   سيجعل وقت انتظار السيارة لا يزيد على نصف ساعة (بدلاً من ساعة في السابق ) و سيجعل وقت عطلة محطة الغسيل لا يزيد على 15%  من الوقت الكلي (بدلاً من 17 % في السابق ) .
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