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جامعة دمشق                                                     

كلية الاقتصاد

قسم إدارة الأعمال
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 قائمة المحتويات
· المقدمة
· تعريف البرمجة بالاعداد الصحيحة
· طرق البرمجة العددية
أولاً : طرق القطع : 
1- الحل البياني لمسألة برمجة اعداد صحيحة صرفة
2- خوارزمية الأعداد الصحيحة الصرفة
3- خوارزمية الأعداد الصحيحة المختلطة
ثانياً: طرق البحث والاستقصاء:
1- القطع 
2- التحديد 
·  المراجع 
المقدمة
"انني اقول كثيراً ، انه عند تمكنك من قياس ما تتكلم عنه والتعبير عنه عددياً ، فانك تعرف شيئاً عنه ، اما اذا لم تستطع قياسه والتعبير عنه عددياً ، فان معرفتك تكون من النوع الضئيل غير المرضي ".
                                                           (( لورد كيلفن ))
يمكننا القول بان العديد من المشاكل التي تواجه المديرين في مجال الاعمال يمكن حلها في ظل حالة واحدة فقط وهي حالة وجود قيم وارقام صحيحة لمتغيرات الحل .

ومن امثلة ذلك طلبيات الشراء او التصنيع للطائرات ، السيارات ، الاجهزة الالكترونية وغيرها ،حيث من غير المعقول ان نتحدث عن شراء (4.2) طائرة او (40.5) سيارة فيجب التعبير عن هذه الطلبيات بارقام صحيحة كأن نقول شراء (7) طائرات او (20) سيارة او (60) جهاز محمول وهكذا ...

لذلك سوف نركز في بحثنا على كيفية حل مشاكل برمجة الأعداد الصحيحة بأكثر من أسلوب رياضي سوف نقوم بدراستها لاحقاً .
ويمكننا القول بان الهدف الأساسي لبناء النموذج الرياضي للبرمجة بإعداد صحيحة نابع من الاستجابة لمتطلبات الواقع العملي حيث من المعروف ان الكثير من الحالات والمشاكل التطبيقية لا يمكن التفاعل معها بقيم كسرية .
تعريف البرمجة بالاعداد الصحيحة :
يعتبر نموذج البرمجة بالاعداد الصحيحة من احد النماذج الرياضية المشتقة من النموذج الرياضي العام للبرمجة الخطية ويتكون من دالة هدف ومن قيود وشروط عدم سلبية ويختلف عن البرمجة الخطية العادية بانه يجب ان يكون واحد اة اكثر من قيم الحل في شكل ارقام صحيحة وعلى وجه التحديد في جدول الحل النهائي (الامثل )أي يجب ان تكون قيم المتغيرات ارقام صحيحة خالية من الكسور ويمكن تعريف البرمجة باعداد صحيحة بانه :
(( اسلوب رياضي للبرمجة الخطية يقدم حلولاً لمشاكل البرمجة الخطية وفي شكل اعداد او ارقام صحيحة )) .
 وتعتبر ااخطاء التقريب في حل المشاكل العددية من اهم الصعوبات الحسابية في البرمجة العددية وقد ادت هذه الصعوبات الحسابية الى التفكير في استخدام طرق بديلة لحل المشكلة واحد هذه الطرق البديلة هو حل المشكلة على انها برمجة خطية عادية فاذا تضمن الحل الامثل متغيرات بقيم كسرية يتم تقريب الكسور الى اقرب رقم عددي صحيح ، فمثلا ً اذا اظهر الحل النهائي ان عدد الالات  =9.7
يتم تقريب هذا الرقم الى 10 وتتمثل المشكلة لطريقة التقريب هذه في التوصل الى حلول غير ممكنة تتجاوز القيود المفروضة ، فعلى سبيل المثال قد لا يكون قيد الاموال المتاحة الا لشراء(9.7) الة على الاكثر اذا ً عملية التقريب الى شراء 10 الات سيجعل الحل غير ممكن .
قد نستطيع استخدام عملية التقريب اذا كانت قيم متغيرات الحل الامثل قيماً كبيرة فمثلاً تقريب عدد الوحدات الواجب انتاجها  من3674.5 وحدة الى 3675 وحدة لن يؤثر كثيراً على امكانية الحل الامثل اما في حال كون قيم المتغيرات قيماً صغيرة سيؤدي التقريب الى نتائج غير ممكنة .
طرق البرمجة العددية :
   يمكن تصنيف البرمجة العددية الى مجموعتين :
1- طرق القطع Cutting methods  :
وهي طرق تعتمد على الاقتطاع من حيز الحل .
2- طرق البحث والاستقصاء Search methods  :
وهي طرق تعتمد على البحث عن الحل .
أولاً : طرق القطع :
تعزى هذه الطرق الى الاستاذ غوموري تبدأ بحل امثل مستمر ( يمكن ان تأخذ متغيراته أي قيمة عددية او كسرية ) ثم اضافة قيود ثانوية خاصة تمثل شروط ضرورية لتمامية المتغيرات (لاجبار الحل على اظهار قيم عددية صحيحة )      فان فراغ الحل يعدل (بقطع اجزاء منه ) وهذه الاجزاء المقتطعة نلاحظ انها لا تتضمن نقاط اعداد صحيحة .
1- الحل البياني لمسألة برمجة اعداد صحيحة صرفة :
 يقصد بالاعداد الصحيحة الصرفة :
( هو ان تكون مجموعة متغيرات الحل في الجدول النهائي جميعها عبارة عن اعداد صحيحة ).
ان الفكرة الاساسية لخوارزمية قطع المستوى هي ان تعديل مضلع فراغ الحل "منطقة الحل الامثل " بحيث تصبح احداثيات النقطة المتطرفة المناسبة اعداد صحيحة دون ان نقطع أي شريحة من مضلع الحل تتضمن حلول اعداد صحيحة ممكنة .
مثال:
ليكن النموذج الرياضي التالي:
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Max = 7x1 + 9 x2          دالة الهدف
- X1 + 3 X2 ≤ 6

7 X1 + X2 ≤ 35
[image: image66.png]


عددية وغير سالبة X2 ، X1         شروط العددية وعدم السلبية
[image: image67.bmp]إن الحل المستمر الأمثل لهذا النموذج (مع إهمال شرط الأعداد الصحيحة) يمكن تحديده بيانياً بما يلي:
- نلاحظ من الشكل أن القيمة B تمثل نقطة الحل الأمثل والتي إحداثياتها 
(         ،        ).
- ونلاحظ أن النقطة B تتضمن أرقام كسرية أو غير عددية ونلاحظ أن (أقرب) قيمة عددية صحيحة تقترب الى نقطة الحل الأمثل وتقع ضمن منطقة الحل هي النقطة التي إحداثياتها (3، 4).
- لنقوم بالتخلص من الأعداد الكسرية والحصول على حل أمثل يتضمن أعداد صحيحة نقوم باقتطاع جزء من منطقة الحلول وهي الجزء الذي لا يحتوي على حلول أعداد صحيحة ممكنة.
نقوم بإضافة قيد اقتطاع بحيث يكون فيه X2 = 3 وليكن:
3 X2 ≤ 9
ونقوم بحل النموذج فيصبح الشكل:
- نلاحظ من الشكل أن القيمة C هي الحل الأمثل (  3 ،4.5 )  و هي لا تزال تحتوي على قيمة كسرية.
وللتخلص منن هذه القيمة الكسرية نقوم بإدخال قيد اقتطاع ثاني وهو:
X1 + X2 ≤ 7
ملاحظة: يوضع قيد الاقتطاع في هذه الحالة بحيث يتناسب من أقرب قيمة صحيحة أو اقرب نقطة حل ممكن إلى نقطة الحل الأمثل وهي في هذه الحالة (4.3).
بعد إضافة القيد الثاني يصبح الشكل كما يلي:
نلاحظ من الشكل أن القيمة C تمثل نقطة الحل الأمثل والتي إحداثياتها (3 ، 4) وهي عبارة عن أعداد صحيحة. 
وأخيراً فإن حل مسألة برمجة الأعداد الصحيحة الأمثل 
هو: 
X1 = 4

X2 = 3

Z = 7 (4) + 9 (3) = 55
2- خوارزمية الأعداد الصحيحة الصرفة:
لتطبيق هذه الخوارزمية فإن جميع المعاملات لكل قيد في المسألة يجب أن تكون أعداد صحيحة فعلى سبيل المثال يجب تحويل القيد التالي:
ليصبح :
حيث يجب أن تحتفي جميع الكسور من القيد وذلك بضرب طرفي القيد الأصلي (بالمضاعف المشترك الأصغر لجميع المقامات).
ويعتبر هذا الإجراء ضرورياً وأساسياً لأن خوارزمية الأعداد الصحيحة الصرفة. لا تفرق بين المتغيرات الأصلية والمساعدة للمسألة بحيث أن جميع المتغيرات يجب أن تكون أعداد صحيحة.
وهكذا فإن وجود المعاملات الكسرية في القيود ربما يؤدي إلى متغيرات فروق ذات قيم غير صحيحة وفي هذه الحالة فإن الخوارزمية الكسرية (التي تقبل بوجود الكسور) ربما تشير إلى عدم وجود حل ممكن، حتى وإن كان للمسألة حل أعداد صحيحة ممكن بدلالة المتغيران غير المساعدة.
خطوات خوارزمية الأعداد الصحيحة الصرفة:
- تحل المسألة أولاً كمسألة برمجة خطية دون الاهتمام بقيد الأعداد الصحيحة.
أ- إذا كان الحل الأمثل هو أعداد صحيحة يتحقق شرط الأعداد الصحيحة في هذه الحالة (لا داعي لاتخاذ أية خطوة أخرى).
ب- أما إذا ظهر حل أمثل يتضمن أعداد غير صحيحة يتم تكوين القيود الثانوية التي ستجبر للاتجاه نحو العددية.
- نفترض أن الجدول الآتي يمثل الجدول الأمثل النهائي للبرمجة الخطية:
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حيث:
Xi ( I = 1,2,3 …………. m)  المتغيرات الأساسية.
Wj ( j = 1,2,3 …………. n)  المتغيرات غير الأساسية.
نفترض المعادلة i حيث يظهر متغيرها الأساسي Xi بقيمة عددية غير صحيحة في جدول الحل النهائي فتكون:

حيث Bi: قيمة عددية غير صحيحة وتمثل قيم Xi في عمود كميات الحل في الجدول النهائي. وتسمى هذه المعادلة باسم (سطر المنبع أو المصدر).
ليكن لدينا ما يلي:
Bi: هو قيمة Xi  في عمود الثوابت أو عمود كميات الحل في جدول الحل النهائي.
[Bi]: هي أكبر عدد صحيح قريب من القيمة العددية غير الصحيحة بحيث يكون  <Bi[Bi] .
 fi: هي الفرق الموجب بين Bi و [Bi] بحيث تكون قيمة fi: o< fi < 1
وبالمثل:  
aij: قيمة المتغير Xi في عمود المتغيرات غير الأساسية WJ في الجدول النهائي.
[aij]:هي أكبر عدد صحيح في القيمة العددية غير الصحيحة ويحقق العلاقة      aij  > [aij] 
Fij: هو الفرق غير السالب بين aij و [aij] بحيث تكون قيمة Fij :  o
[image: image10.wmf]£

 fij < 1
فعلى سبيل المثال:
	F= a - [a]
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وبتعويض قيمة Bi من المعادلة رقم (1)
و تعويض قيمة aij من المعادلة رقم (2)
في سطر المنبع أو المصدر تصبح معادلة الصف أو سطر المنبع كالتالي:
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ولكي تكون كل من المتغيرات Xi، WJ أعداد صحيحة يجب أن يكون الطرف الأيمن عددي صحيح مما يعني ضرورة أن يكون الجانب الأيسر عددي صحيح أيضاً.
وبافتراض fij ≥ 0 و  wj ≥ 0 لكل من i، j فإن 
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يترتب على ذلك أن:   (بضرب المتراجحة ب(-1)ثم اضافة (fi))
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مما يعني 
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وحيث أنه يجب أن يكون الجانب الأيسر عددي صحيح لذلك يصبح الشرط الضروري اللازم لاستيفاء شرط العددية:
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ويمكن وضع هذا القيد في الشكل التالي: وذلك ( بضرب المتراجحة بـ (-1))
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وتكون معادلة القيد المضاف:


حيث Si يمثل متغير أساسي غير سالب (عاطل) يجب أن يكون عدد صحيح وتسمى هذه المعادلة بالقطع الجزئي.
مثال:
نفترض أن المثال السابق الذي تم حله بيانياً ظهر حله الأمثل (جدول الحل النهائي) كالآتي:
	كميات الحل
	W2
	W1
	X2
	X1
	متغيرات الحل

	63
	15/11
	28/11
	0
	0
	Z

	7/2
	1/22
	7/22
	1
	0
	X2

	9/2
	3/22
	-1/22
	0
	1
	X1


حيث أن الحل يتضمن حلول غير عددية (X1 = 9/2 , X2 = 7/2)
إذاً يجب إضافة قيد اقتطاع كسري ويمكن اختيار أي معادلة قيد خاصة بالحل غير العددي وقد جرت العادة على اختيار المعادلة الخاصة بأكبر كسر fi ولكن نلاحظ أن 
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 ولذلك يمكن اختيار أي قيمة منهما ولتكن الخاصة بالمتغير X2: سطر المنبع أو المصدر يكون على الشكل الآتي:

[image: image18.wmf]2

1

3

22

1

22

7

2

1

2

=

+

+

W

W

X



[image: image19.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

2

1

3

22

1

0

22

7

0

2

1

2

W

W

X


ومن ثم يصبح قيد الاقتطاع الكسري الذي يخص X2:
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وبإضافة هذا القيد إلى الجدول السابق نحصل على الجدول التالي:
	
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	

	63
	0
	15/11
	28/11
	0
	0
	Z
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نلاحظ باستخدام طريقة السمبلكس الثنائية بسبب وجود قيمة سالبة في عمود الحلول فنحصل على الجدول التالي:
	
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	

	59
	8
	1
	0
	0
	0
	Z

	3
	1
	0
	0
	1
	0
	X2
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نلاحظ أن الحل لا يزال غير عددي حيث قيمة X1 هي 
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لذلك فيجب تكوين قيد اقتطاع جديد:
نختار المتغير X1 الذي يمكن كتابة سطر المنبع له على الشكل التالي:
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والتي تعطي قيد الاقتطاع التالي: 
[image: image28.wmf]7

4

7

6

7

1

1

2

2

-

=

-

-

S

W

S


وبإضافة هذا القيد إلى الجدول الأخير فنحصل على ما يلي:
	 كميات الحل
	S2
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	متغيرات الحل

	59
	0
	8
	1
	0
	0
	0
	Z

	3
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	X2
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وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية نحصل على الجدول الآتي:
	كميات الحل
	S2
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	متغيرات الحل

	55
	7
	2
	0
	0
	0
	0
	Z

	3
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	X2

	4
	1
	1     -
	 0
	  0
	0
	  1
	X1

	1
	1
	-4
	0
	1
	0
	0
	W1

	4
	-7
	6
	1
	0
	0
	0
	W2


 والذي يعطي الحل النهائي العددي الأمثل وهو:
X1 = 4 ، X2 = 3، Z =55
 ويمكن التأكد بيانياً من أن إضافة قيود الاقتطاع (القيدين الثانويين) قد استقطعت من حيز الحل بحيث يتحقق الهدف المرغوب:
أول قيد اقتطاع:           
[image: image32.wmf]2
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وبتعويض قيمة W1، W2 من المتراجحات الأساسية بدلالة X2 و X1 يصبح القيد على الشكل:
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 وبالاختصار يصبح  S1 + X2 = 3                                                : 
وبما ان  S1>= 0  فان: 
X2 ≤ 3 وهو قيد الاقتطاع الأول.
وبنفس الطريقة نخرج قيد الاقتطاع الثاني:
X1 + X2 ≤ 7
قوة قيد الاقتطاع الكسري:
نقول أن القيد (a) هو أقوى من القيد (b) إذا تحقق الشرطان التاليان:
الشرط الأول: fi ≥ fk
الشرط الثاني: fij ≤ fkj لجميع قيم j.
ونحدد قوة القطع عند اختيار سطر المصدر في جدول السمبلكس ولذلك ينصح بتطبيق إحدى القاعدتين التاليتين:
قاعدة (1): اختيار سطر المصدر الذي يحقق Maxi {fi}
 قاعدة (2): اختيار سطر المصدر الذي يحقق Maxi {fi / 
[image: image34.wmf]å
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 مثال:
 بالرجوع إلى الحل استمر الأمثل للمثال السابق Z = 63، X1 = 9/2، X2 = 7/2

نجد أن f1 = f2 = 
[image: image35.wmf]2
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 فلن نستطيع تحديد أيهما الأفضل (الأقوى) ولذلك نطبق القاعدة الثانية:
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وحيث أن: 
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فإننا نختار المعادلة X2 لتكون هي الصف الأصلي (سطر المصدر أو المنبع).
3- خوارزمية الأعداد الصحيحة المختلطة:
في هذه المسائل يشترط على بعض المتغيرات الأصلية (وليست جميعها) أن تكون أعداداً صحيحة والبعض الآخر لا يتطلب تحقيق هذا الشرط كما في مسائل برمجة الأعداد الصحيحة الصرفة التي يجب أن تكون جميع المتغيرات الأصلية أعداد صحيحة.
ليكن السطر الذي يمكن اعتباره كسطر مصدر هو المعادلة XK التي تأخذ الصيغة التالية:
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أو 
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]

J

n

j

j

k

k

K

K

W

a

f

B

X

å

=

-

=

-

1


ويلاحظ أن القطع الجزئي السابق لا يمكن تطبيقه في هذه الحالة لأن بعض قيم Xi و XK يمكن أن تكون أعداد كسرية.
ولكي تكون Xk عدداً صحيحاً فإن الطرف الأيسر من المعادلة يجب أن يكون صحيحاً (موجب أو سالب أو صفر).
1- الطرف الأيسر يكون صفراً أو سالباً إذا تحقق الشرط Xk ≤ [ Bk ]
2- الطرف الأيسر يكون موجباً إذا تحقق الشرط  1+ Xk > [ Bk ]
ويلاحظ أن تحقق الشرط الأول Xk ≤ [ Bk ] يتطلب أن يحقق الطرف الأيمن من المعادلة الشرط التالي:                
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كما ويتحقق الشرط الثاني 1+ Xk 
[image: image42.wmf]³

 [ Bk ] إذا حقق الطرف الأيمن الشرط التالي:                               
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أي أن الشرطان لا يمكن أن يتحققان معاً في آن واحد.
من جهة أخرى إذا رمزنا لـ:
J+: مجموعة الأدلة j التي من أجلها تكون 
[image: image44.wmf]0

³

j

k

a


 J-: مجموعة الأدلة j التي من أجلها تكون 
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فإننا نلاحظ أن المجموعة:
1- J+ تحقق الشرط:   
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2- J- تحقق الشرط:   
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والتي يمكن تعديلها بقسمة الطرفين على (fk – 1) فتصبح:
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وقلبت الإشارة لأن المقدار (fk – 1) هو قيمة سالبة.
ثم نضرب الطرفين بـ fk فتصبح: 
[image: image49.wmf]k
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وبما أن هذين الشرطين لا يمكن أن يتحققا في آن واحد فيمكن أن نجمعهما:
                                                      قيد اقتطاع مختلط.
حيث SK متغير عاطل غير سالب (مساعد) وتسمى هذه المعادلة بالاقتطاع المختلط.
مثال: بالرجوع إلى المثال السابق نفترض بأن X1 هو المتغير الوحيد الذي يجب أن يأخذ قيمة عددية صحيحة.
نأخذ في هذه الحالة معادلة X1: 
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وبالتالي سيكون قيد الاقتطاع المختلط:
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وتصبح: 
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1

22

3

22

1

2

1

1

-

=

-

-

W

W

S


نضيف هذا القيد إلى الجدول النهائي فنحصل على الجدول الآتي:
	كميات الحل
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	متغيرات الحل

	63
	0
	15/11
	28/11
	0
	0
	Z

	2/7
	0
	1/22
	7/22
	1
	0
	X2

	2/9
	0
	3/22
	-1/22
-1/22
	0
	1
	X1

	-1/2
	1
	-3/22
	
	0
	0
	S1


وباستخدام طريقة السمبلكس الثنائية نحصل على الحل النهائي:
	كميات الحل
	S1
	W2
	W1
	X2
	X1
	متغيرات الحل

	58
	10
	0
	23/11
	0
	0
	Z

	10/3
	-1/3
	0
	10/33
	1
	0
	X2

	4
	1
	0
	-1/11
	0
	1
	X1

	11/3
	-22/3
	1
	1/3
	0
	0
	W1


إذا فالحل النهائي الأمثل لخوارزمية الأعداد الصحيحة المختلطة:
حيث X1 بقيمة عددية 
X2 = 10/3    ، X1 = 4     
       Z = 58
ثانياً: طرق البحث والاستقصاء: 
وسندرس فيها طريقة التفريع والتحديد:
أ- التفريع:
في هذه الطريقة نحل المسألة على أنها مشكلة مستمرة (أي مع تجاهل قيود العددية) ونوجد الحل الأمثل لهذه المسألة.
وفي حال كانت جميع المتغيرات في جدول الحل النهائي عددية نعتبر هذا الحل هو الحل الأمثل، أما في حال ظهور متغيرات عددية نقوم بتجزئة أو تقسيم المشكلة الأصلية إلى مشكلتين فرعيتين مع إضافة قيود جديدة مشتقة من أصل النموذج الرياضي وذلك بفرض أن هذا المتغير يقع ضمن حدين أدنى وأعلى هما:
LJ < 
[image: image53.wmf]*
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حيث أن
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   هو المتغير غير العددي.
Uj هو العدد الصحيح الذي يكون أكبر مباشرة من 
[image: image55.wmf]*
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LJ عدد صحيح أصغر مباشرو من 
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مثلاً أن نقول 4 > 3.4 > 3
وبناءً على هذا فإن أي حل عددي ممكن يجب أن تستوفي القيمة العددية الممكنة للمتغير Xr أحد الشرطين التاليين: 
(1)   
[image: image57.wmf]*
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(2)   
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 ثم يتم حل كل مشكلة فرعية على أنها برمجة خطية عادية وذلك بتجزئة المشكلة الأصلية إلى مشكلتين في كل مشكلة يتم إضافة أحد القيدين (1)، (2) ويتم حل كلتا المشكلتين كل على حدا.
فإذا كان الحل الأمثل لإحدى المشكلتين ممكناً عددياً يتم الاحتفاظ به على أنه أفضل حل ممكن وينتهي تفريغ هذه المشكلة عند هذا الحد.
أما إذا كان الحل الأمثل للمشكلة الفرعية غير عددي، فيتم تفريغ هذه المشكلة الفرعية إلى مشكلتين فرعيتين وتستمر عمليات التفريغ كلما كان ذلك ممكناً إلى أن تنتهي كل مشكلة فرعية إما بحل عددي أو تصبح غير ممكنة.
ب- التحديد:
يشير هذا المفهوم إلى أنه إذا أعطى الحل الأمثل لمشكلة فرعية قيمة هدف أسوأ من أفضل حل عددي ممكن وصلنا إليه فلا داعي للاستمرار في هذه المشكلة ومن ثم يمكن حذف هذه المشكلة الفرعية.
وبمعنى آخر بمجرد التوصل إلى حل عددي ممكن يتم استخدام قيمة هدف هذا الحل ليصبح حد (حد أعلى في حالة Min وحد أدنى في حالة Max) يستبعد عنده أي مشكلة فرعية تعطي نتيجة أسوأ من هذا الحد.
مثال:
 ليكن لدينا النموذج الرياضي التالي:
Max Z = 60 X1 + 50 X2
2 X1 + 4 X2 ≤ 80

3 X1 + 2 X2 ≤ 55

X1 ≤ 16

X2 ≤ 18

أعداد صحيحة غير سالبة X1 , X2
بحل هذا النموذج فإننا نحصل على النتيجة التالية:
X1= 7.5 ,       X2 = 16.25 ,     Z = 1262.5
نلاحظ أن المتغيرات غير عددية في هذا الحل لذلك يتم تفريغ هذه المشكلة كما يلي:
X1 = 7.5          7 < X1 < 8
لذلك يتم إضافة القيدين التاليين:
X1 ≥ 8  ، X1 ≤ 7
ويصبح لدينا النموذجين التاليين:
	Max z = 60 X1 + 50 X2
	Max z = 60 X1 + 50 X2

	2 X1 + 4 X2 ≤ 80
	2 X1 + 4 X2 ≤ 80

	3 X1 + 4 X2 ≤ 55
	3 X1 + 4 X2 ≤ 55

	X1 ≤ 16
	X1 ≤ 16

	X2 ≤ 18
	X2 ≤ 18

	X1 ≥ 8 القيد الجديد
	X1 ≤ 7 القيد الجديد

	 أعداد صحيحة وغير سالبة X1 , X2 
	 أعداد صحيحة وغير سالبة X1 , X2 


 وبعد حل النماذج نحصل على:
                                                                      7 X1
[image: image59.wmf]£


نلاحظ أنه ما زالت متغيرات الحل تحوي على أعداد كسرية (غير عددية) لذلك نقوم بتفريغها مرة أخرى ونأخذ النموذج الفرعي الأول لأنه يعطي أكبر قيمة لـ Z حيث:
X1= 8 ,       X2 = 15. 5 ,      Z = 1255
X2 = 15.5 نقوم بإضافة قيدين: X2 ≥ 16 ، X2 ≤  15
إن قيمة X2 ≥ 16 يتم إجمالها لأنها تدفع بمنطقة الحلول الممكنة إلى خارج الحدود المطلوبة. وبحل النموذج بإضافة القيد X2 ≤  15 نحصل على ما يلي:
X1= 8.33 ,       X2 = 15 ,      Z = 1250
 نلاحظ أن نقطة الحل الأمثل تحتوي إلى أعداد كسرية لذلك يجب تفريغها مرة أخرى على الشكل التالي:

ونحل النموذجين المرتبطين بهذه القيم لـ X1 نحصل على ما يلي:
في النموذج الأول مع إضافة القيد  X1 ≤ 8إن الحل الأمثل هو:
X1=8  ,       x2=15  ,    Z= 1230   

في النموذج الثاني مع اضافة القيد  9  ≥ x1
X1= 9 ,       X2 = 14 ,      Z = 1240
فنلاحظ أن كلا النموذجين نقطة الحل الأمثل فيهما هي أعداد صحيحة لذلك نعتبر كلا النموذجين أمثلين ولا داعي للتفريغ ولكن الحل النهائي لهذا النموذج هو الحل الناتج عن النموذج الثاني لأنه يحقق قيمة أكبر لـ Z ويكون الحل الأمثل للنموذج الرياضي بأعداد صحيحة:
X1= 9 ,       X2 = 14 ,      Z = 1240  .
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